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Courbes ordinaires de genre maximal
Youssef Hantout et Daniel Lehmann.
a` la me´moire de L. Gruson
1 Introduction
Les courbes dont il s’agit dans cet article sont des courbes alge´briques dans l’espace projectif complexe
Pn (n ≥ 3), toujours suppose´es irre´ductibles, et propres (c’est-a`-dire non incluses dans un sous-espace
projectif strict de Pn).
Les courbes alge´briques ordinaires1 de degre´ d sont les courbes Γ pour lesquelles les d points d’une
section hyperplane ge´ne´rique H ∩Γ sont “en position ge´ne´rale”. Pour n = 3 par exemple, cela signifie
que 3 points de H ∩ Γ ne sont jamais aligne´s, 6 points ne sont jamais sur une meˆme conique, etc....
Plus ge´ne´ralement, pour n quelconque, notons
c(n, h) := (n− 1 + h)!/(n− 1)!h!
la dimension de l’espace Ch[H ] des polynoˆmes homoge`nes de degre´ h en n variables. Dire que la
courbe est ordinaire signifie alors que, pour tout entier h (h ≥ 1), c(n, h) points distincts d’une section
hyperplane ge´ne´rique H ∩Γ n’appartiennent pas a` une meˆme hypersurface alge´brique de degre´ h dans
l’hyperplan H .
Les courbes alge´briques arithme´tiquement de Cohen-Maccaulay (acm en abre´ge´) sont les courbes
Γ pour lesquelles les seules hypersurfaces S d’un hyperplan ge´ne´rique H qui contiennent H ∩ Γ sont
les intersections H ∩ S′ avec H d’une hypersurface S′ de Pn qui contient Γ.
Soit d le degre´ d’une courbe alge´brique Γ de Pn (d ≥ n), k0 l’entier (≥ 1) tel que
c(n, k0) ≤ d < c(n, k0 + 1),
et
π′(n, d) :=
k0∑
h=1
(
d− c(n, h)
) (
= k0.d− c(n+ 1, k0) + 1
)
.
Avec L. Gruson, nous avons de´montre´ le
The´ore`me 1 ([GHL]) :
L’entier π′(n, d) est a` la fois
- une borne supe´rieure du genre arithme´tique des courbes ordinaires de degre´ d dans Pn.
- une borne infe´rieure du genre arithme´tique des courbes acm de degre´ d dans Pn,
En outre, les courbes ordinaires de genre maximal sont acm, et les courbes acm de genre minimal sont
ordinaires.
De´monstration (non publie´e dans [GHL]) :
Pour tout ensemble A = {m1, · · · ,md} de d points distincts dans un hyperplan projectif H de Pn,
les polynoˆmes homoge`nes de degre´ h sur H qui s’annulent sur A sont solutions d’un syste`me line´aire
homoge`ne Φh(A) de d e´quations a` c(n, h) inconnues. Le rang λh(A) de ce syste`me est donc au plus
e´gal a` l’entier
λ0(d, n, h) = min
(
d, c(n, h)
)
.
1Ce concept a e´te´ sugge´re´ a` l’origine par celui de tissu ordinaire ([CL]).
D’autre part (cf. par exemple [HE]), le genre arithme´tique g(Γ) d’une courbe alge´brique Γ dans
Pn, propre et de degre´ d, ve´rifie l’ine´galite´
g(Γ) ≤
∞∑
h=1
(
d− λh(H ∩ Γ)
)
pour toute section hyperplane ge´ne´riqueH . En outre, cette ine´galite´ devient une e´galite´ ssi Γ est acm.
Puisque λh(H∩Γ) = λ0(d, n, h) pour une courbe ordinaire, le genre arithme´tique d’une telle courbe
est majore´ par
∑∞
h=1
(
d − λ0(d, n, h)
)
, c’est--dire par π′(n, d). Si cette borne est atteinte, c’est que
l’ine´galite´ est en fait une e´galite´: la courbe est donc acm.
Puisque d − λh(H ∩ Γ) ≥ d − λ0(d, n, h), le genre arithme´tique d’une courbe acm est minore´ par
π′(n, d). Si la borne est atteinte, c’est que λh(H ∩ Γ) = λ0(d, n, h) pour tout h : la courbe est donc
ordinaire.
QED
Dans [GHL], nous avons montre´ que, pour n = 3, il existait en tout degre´ d (d ≥ 3) des courbes a`
la fois acm et otrdinaires, donc de genre arithme´tique π′(3, d). [On pouvait meˆme les choisir lisses, et
leur ensemble constitue une composante irre´ductible du sche´ma de Hilbert Hpi′(3,d),d].
Nous nous proposons, dans cet article, de montrer l’existence de courbes a` la fois acm et ordinaires,(
donc de genre arithme´tique π′(n, d)
)
,
- pour tout n (n ≥ 3) et tout d calibre´ (c’est-a`-dire e´gal a` c(n, k0), k0 ≥ 1),
- et plus ge´ne´ralement a` condition de savoir construire une suite exacte de fibre´s d’une certaine
forme que nous allons pre´ciser (ce qui est en particulier toujours possible quel que soit d, si n = 3).
2 Conditions suffisantes pour qu’une suite exacte de fibre´s
soit la re´solution d’une courbe acm et ordinaire
Supposons disposer d’une suite exacte de fibre´s vectoriels holomorphes au dessus de Pn (note´ parfois
P en abre´ge´ dans la suite).
(∗) 0→ EN
∂N−1
−→ EN−1 → · · · → Ei+1
∂i−→ Ei → · · · → E1
∂0−→ E0 = OP
ou` chaque fibre´ Ei est de la forme ⊕
Ji
j=1OP(−aj,i) pour une famille d’entiers positifs a1,i, · · · , aJi,i.
On suppose aj,i ≥ aj′,i′ pour i > i
′, de fac¸on que tous les morphismes de cette suite exacte puissent
eˆtre repre´sente´s par des matrices dont les coefficients non nuls2 sont des polynoˆmes homoge`nes par
rapport aux coordone´es homoge`nes (X0, · · · , Xn) de Pn.
Le conoyau de ∂0 est l’anneau OΓ d’un sous-ensemble alge´brique Γ de Pn.
(i) Pour que Γ soit une courbe de degre´ d et genre arithme´tique g, il faut et il suffit que sa fonction
de Hilbert
HΓ(h) = c(n+ 1, h)−
N∑
i=1
(−1)i
Ji∑
j=1
c(n+ 1, h− aj,i)
co¨ıncide avec le polynoˆme de Hilbert P (h) = hd− g + 1 pour h suffisamment grand.
(ii) Et pour que cette courbe soit acm, il suffit que la longueur de la suite soit e´gale a` la codimension
n− 1, soit
N = n− 1.
Posant :
Sp =
n−1∑
i=1
(−1)i
Ji∑
j=1
(aj,i)
p
2Si le degre´ de ces coefficients non nuls est strictement positif, on dit alors que la suite (∗) est minimale. C’est en
particulier ce qui se produit si l’on a des ine´galite´s strictes (aj,i > aj′ ,i′ pour i > i
′), la re´ciproque e´tant fausse.
2
pour tout entier p ≥ 0, la condition (i) s’e´crit :
S0 = 1 (i.e.
n−1∑
i=1
(−1)iJi = 1), Sp = 0 pour 1 ≤ p ≤ n− 2, Sn−1 = (−1)
n(n− 1)! d,
et
Sn = (−1)
nn!
(
g − 1 +
n+ 1
2
d
)
.
Cherchons s’il est possible que les entiers aj,i soient re´partis parmi n entiers b1, · · · , bn tels que
0 < b1 < b2 < · · · < bn.
Si l’on impose des ine´galite´s strictes aj,i > aj′,i′ pour i > i
′, on peut proce´der a priori de n − 1
fac¸ons distinctes : il existe un indice i0 (1 ≤ i0 ≤ n− 1) tel que
aj,i = bi, pour i < i0 aj,i = bi+1 pour i > i0, et aj,i0 = bi0 ou bi0+1.
Notons xi le nombre de ap,q e´gaux a` bi (1 ≤ i ≤ n), de sorte que Ji = xi si i < i0, Ji = xi+1 si i > i0,
et Ji0 = xi0 + xi0+1. Chacune de ces re´partitions conduit au syste`me de n e´quations line´aires
S0 = 1, Sp = 0 pour 1 ≤ p ≤ n− 2, Sn−1 = (−1)
n(n− 1)! d
a` n inconnues xi que l’on peut e´crire sous la forme


1 1 · · · 1
b1 b2 · · · bn
(b1)
2 (b2)
2 · · · (bn)
2
...
...
...
(b1)
n−2 (b2)
n−2 · · · (bn)
n−2
(b1)
n−1 (b2)
n−1 · · · (bn)
n−1


.


x1
x2
...
xn−2
xn−1
xn


=


1
0
...
0
0
(−1)n(n− 1)! d


,
a` condition de poser xi = −xi pour 1 ≤ i ≤ i0, et xi = xi pour i0 + 1 ≤ i ≤ n.
Ces syste`mes sont crameriens (matrice de Vandermonde relative aux nombres bi), et ont donc tous
une solution unique.
Mais nous avons aussi besoin de choisir l’indice i0 de fac¸on que tous les nombres xi de la solution
soient des entiers, et des entiers positifs, strictement pour i < i0, i > i0 + 1, et pour au moins l’un
des indices i = i0 ou i0 + 1. Nous allons voir que c’est toujours possible, et d’une seule fac¸on. Mais
admettons le provisoirement. On obtient alors une courbe acm Γ de degre´ d, et dont le genre g peut
se calculer en e´crivant que la (n + 1)ie`me e´quation Sn = (−1)
nn!
(
g − 1 + n+12 d
)
est compatible avec
les pre´ce´dentes, soit :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1 1
b1 b2 · · · bn 0
(b1)
2 (b2)
2 · · · (bn)
2 0
...
...
...
...
(b1)
n−2 (b2)
n−2 · · · (bn)
n−2 0
(b1)
n−1 (b2)
n−1 · · · (bn)
n−1 (−1)n(n− 1)! d
(b1)
n (b2)
n · · · (bn)
n (−1)nn!
(
g − 1 + n+12 d
)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 .
De´veloppant le de´terminant ci-dessus par rapport a` la dernie`re colonne, et notant D le de´terminant
de Vandermonde construit avec les nombres (bi)1≤i≤n, la dernie`re e´quation devient :
D.
(
σn − σ1(n− 1)! d+ n!
(
g − 1 +
n+ 1
2
d
))
= 0,
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dans laquelle σ1 :=
∑n
i=1 bi, et σn :=
∏n
i=1 bi, d’ou` :
g =
(σ1
n
−
n+ 1
2
)
d−
1
n!
σn + 1.
Rappelons l’e´galite´
π′(n, d) = k0.d−
1
n!
n∏
i=1
(k0 + i) + 1.
Il suffit donc que σ1
n
− n+12 = k0 et σn =
∏n
i=1(k0 + i) pour que g soit e´gal a` π
′(n, d) : d’apre`s le
the´ore`me 1 rappele´ dans l’introduction, la courbe acm sera de genre minimal, donc ordinaire. Ces
conditions sont visiblement re´alise´es si l’on de´finit
bi := k0 + i pour tout i = 1, · · · , n.
Montrons alors que l’un des syste`mes crame´riens convient pour ces valeurs des bi, a` condition de
choisir l’indice i0 en fonction de la position de d dans l’intervalle
[
c(n, k0), c(n, k0 + 1)
[
. On de´finit
pour cela la suite de´croissante
d1 = c(n, k0 + 1) > dn−1 > · · · > dn = c(n, k0)
en posant :
di =
1
(n− 1)!
∏
1≤j≤n, j 6=i
(k0 + j).
On trouve alors :
xi =
(n− 1)!
(i − 1)! (n− i)!
(di − d),
Lemme :
Les nombres xi sont tous des entiers, et des entiers positifs si l’on choisit pour i0 (1 ≤ i0 ≤ n − 1)
l’indice tel que d ∈ [di0+1, di0 [.
De´monstration : Le nombre xi est en effet e´gal au nombre entier
c(i, k0).c(n− i− 1, k0 + i)−
(n− 1)!
(i− 1)!(n− i)!
d ,
et xi ≥ 0, grace au choix de i0. QED
Nous avons donc de´montre´ le
The´ore`me 2 :
S’il existe des morphismes ∂i tels que la suite de fibre´s vectoriels
(∗) 0→ En−1
∂n−2
−→ En−2 → · · · → Ei+1
∂i−→ Ei → · · · → E1
∂0−→ E0 = OP
soit exacte, ou` l’on a pose´ :
Ei =
(n−1)!
∆i
(di − d) OP
(
−(k0 + i)
)
pour 1 ≤ i < i0 ,
Ei0 =
(n−1)!
∆i0
(di0 − d) OP
(
−(k0 + i0)
)
⊕ (n−1)!∆i0+1
(d− di0+1) OP
(
−(k0 + i0 + 1)
)
,
Ei =
(n−1)!
∆i+1
(d− di+1) OP
(
−(k0 + i+ 1)
)
pour i0 < i ≤ n− 1,
,
le conoyau de ∂0 est alors l’anneau d’une courbe a` la fois acm et ordinaire (donc de genre arithme´tique
π′(n, d)).
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Remarque : Si l’on permet des ine´galite´s larges aj,i ≥ aj′,i′ pour i > i
′, ce qui suffirait pour que
l’on puisse espe´rer de´finir des morphismes ∂i, la re´partition possible des copies de OP(−(k0+ j)) n’est
alors plus unique.
On peut e´videmment cre´er des ”redondances” en ajoutant un meˆme fibre´ uOP(−(k0 + j)) a` deux
fibre´s conse´cutifs Ei+1 et Ei d’une re´solution donne´e, et en modifiant ∂i a` l’aide d’un isomorphisme
entre les deux copies de u.OP(−(k0+ j)) : ce faisant, en effet, on ne changera pas les nombres Sp. La
nouvelle re´solution ne sera certainement pas minimale.
Mais il se peut aussi que des re´solutions minimales puissent eˆtre obtenues avec ine´galite´s larges
(voir le deuxie`me exemple donne´ pour n = 4).
3 Exemples
3.1 Courbes calibre´es
Nous dirons qu’une courbe alge´brique Γ de degre´ d dans Pn est calibre´e, s’il existe un entier k0 au
moins e´gal a` 1 tel que d = c(n, k0). Par exemple, pour n = 3 (resp. 4), les courbes calibre´es sont les
courbes gauches de degre´ 3, 6, 10, 15, 21 .....(resp. 4, 10, 20, 35, 56 .....).
A partir d’un morphisme de fibre´s vectoriels3
ϕ : (k0 + n− 1).OP(−1) → (k0 + 1).OP(0),
on de´finit le complexe d’Eagon-Northcott
0→
k0+n−1∧
V ⊗ Sn−2W ∗ → · · · →
k0+i+1∧
V ⊗ SiW ∗
∂i−→
k0+i∧
V ⊗ Si−1W ∗ · · · →
k0+1∧
V
∂0−→ OP
ou` V (resp. W ) de´signe le fibre´ vectoriel
(
k0 + (n− 1)
)
.OP(−1)
(
resp. (k0 + 1).OP(0)
)
,∧
et S de´signent respectivement des puissances exte´rieures et syme´triques.,
∂0 est e´gal au morphisme ∧
k0+1ϕ de
∧k0+1 V dans ∧k0+1W ∼= OP.
pour i > 0, on de´finit ∂i :
∧k0+i+1 V ⊗ SiW ∗ → ∧k0+i V ⊗ Si−1W ∗ par la formule
∂i
(
v1 ∧ · · · ∧ vk ∧ · · · ∧ vk0+i+1 ⊗ ǫ1.ǫ2. · · · ǫu. · · · ǫi
)
=
∑
k
∑
u
(−1)k < ǫu ◦ϕ, vk > .(v1 ∧ · · · v̂k · · · ∧ vk0+i+1 ⊗ ǫ1.ǫ2. · · · ǫ̂u. · · · ǫi),
dans laquelle
v1 ∧ · · · ∧ vk ∧ · · · ∧ vk0+i+1 ∈
∧k0+i+1 V de´signe un produit exte´rieur d’e´le´ments vk dans une fibre
de V au dessus d’un point de Pn,
ǫ1.ǫ2. · · · ǫu. · · · ǫi de´signe un produit syme´trique de formes line´aires ǫu (pas ne´cessairement toutes
distinctes) sur la fibre de W au dessus du meˆme point de Pn,
tandis que v̂k (resp. ǫ̂u) signifient que vk (resp. ǫu) ont e´te´ omis.
Le morphisme ∂0 a pour image l’ide´al I(ϕ) de OP engendre´ par les mineurs de taille maximale
(k0 + 1) × (k0 + 1) de la matrice ϕ. On dira que ϕ est ge´ne´rique s’il existe une suite re´gulie`re de
longueur n− 1 dans cet ide´al. De tels morphismes ϕ ge´ne´riques existent toujours (cf. [E]).
On obtient toujours un complexe (∂i−1 ◦ ∂i = 0) et, si ϕ est ge´ne´rique, ce complexe est une suite exacte
de fibre´s vectoriels (cf. par exemple [E]).
3Il revient au meˆme de se donner une matrice de taille (k0 + 1) × (k0 + n − 1) dont tous les coefficients sont des
combinaisons line´aires des coordonne´es homoge`nes de Pn.
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The´ore`me 3 :
Si ϕ est ge´ne´rique, le sous-ensemble alge´brique Γ de Pn de´fini par l’ide´al I(ϕ) est une courbe de degre´
d = c(n, k0), a` la fois ordinaire et acm, et par conse´quent de genre arithme´tique g(Γ) = π
′(n, d).
Il existe donc de telles courbes quels que soient n (n ≥ 3) et k0 (k0 ≥ 1).
De´monstration :
Remarquons tout d’abord l’existence, pour tout i = 1, · · · , n−1, d’un isomorphisme de fibre´s vectoriels
k0+i∧
V ⊗ Si−1W ∗ ∼= yi.OP(−(k0 + i)), ou` yi =
(
k0 + n− 1
k0 + i
)
.
(
k0 + i− 1
i− 1
)
.
En effet,
∧k0+i V est isomorphe a` (k0 + n− 1
k0 + i
)
.OP
(
−(k0 + i)
)
, et Si−1W ∗ a` c(k0 + 1, i− 1).OP(0).
Puisque d = dn et i0 = n−1, il suffit donc de ve´rifier que les nombres xi et yi sont e´gaux pour prouver
que le complexe d’Eagon-Northcott est du type de´crit dans le the´ore`me 2. On ve´rifie aise´ment que
chacun de ces deux nombres est e´gal a`
1
(k0 + i)
.
(k0 + n− 1)!
k0!(i − 1)!(n− i− 1)!
.
QED
3.2 Cas n = 3 :
C’est le cas e´tudie´ dans [GHL]. On a ici :
d1 =
1
2 (k0 + 2)(k0 + 3)
(
= c(3, k0 + 1)
)
,
d2 =
1
2 (k0 + 1)(k0 + 3),
d3 =
1
2 (k0 + 1)(k0 + 2)
(
= c(3, k0)
)
.
Posant r = d− c(3, k0) et t = c(3, k0+1)−d (de sorte que r+ t = k0+2), et d ∈ [d3, d2] ou d ∈ [d2, d1]
selon que t ≥ r + 1 ou t ≤ r + 1.
Quel que soit d (d ≥ 3), il existe des suites exactes du type voulu, ainsi qu’il re´sulte de [GHL] :
The´ore`me 4 ([GHL])
(i) Pour tout entier d (d ≥ 3), la famille des courbes de degre´ d dans P3 qui sont a` la fois acm et
ordinaires est non vide, et constitue une composante irre´ductible du sche´ma de Hilbert Hd,pi′(3,d).
(ii) Soit M un morphisme injectif de fibre´s vectoriels (dont tous les coefficients non nuls sont des
polynoˆmes homoge`nes de degre´ 1 ou 2 ) :
- si t ≥ r + 1,
rOP
(
−(k0 + 3)
)
⊕ (t− r − 1)OP
(
−(k0 + 2)
) M
−→ tOP
(
−(k0 + 1)
)
- si t ≤ r + 1,
rOP3
(
−(k0 + 3)
) M
−→ (r + 1− t)OP3
(
−(k0 + 2)
)
⊕ tOP3
(
−(k0 + 1)
)
- et plus ge´ne´ralement :
rOP
(
−(k0 + 3)
)
⊕ (t− r − 1 + u)OP
(
−(k0 + 2)
) M
−→ uOP
(
−(k0 + 2)
)
⊕ tOP
(
−(k0 + 1)
)
ou` u ≥ 0 de´signe un entier positif tel que t− r − 1 + u ≥ 0.
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Les cofacteurs de taille maximale de M engendrent alors l’ide´al d’une courbe ordinaire et acm de
degre´ d.
(iii) Il est en outre possible de choisir M de fac¸on que la courbe soit lisse.
La partie (ii) est un cas particulier du the´ore`me 2. Nous renvoyons a` [GHL] pour la de´monstration
des autre points, et quelques exemples explicites.
3.3 Exemples pour n = 4 :
Dans ce cas,
d1 =
1
6 (k0 + 2)(k0 + 3)(k0 + 4)
(
= c(4, k0 + 1)
)
,
d2 =
1
6 (k0 + 1)(k0 + 3)(k0 + 4),
d3 =
1
6 (k0 + 1)(k0 + 2)(k0 + 4),
d4 =
1
6 (k0 + 1)(k0 + 2)(k0 + 3)
(
= c(4, k0)
)
.
De´finissant P = ∂0 en prenant les mineurs de taille maximale de M , la suite
0→ E3
N
−→ E2
M
−→ E1
P
−→ E0 ∼= OP(0)
s’e´crit :
0→ (d−d4)OP(−(k0+4))
N
−→ 3(d−d3)OP(−(k0+3))
M
−→ 3(d−d2)OP(−(k0+2))⊕ (d1−d)OP(−(k0+1))
P
−→ OP(0),
0→ (d−d4)OP(−(k0+4))
N
−→ 3(d−d3)OP(−(k0+3))⊕ 3(d2−d)OP(−(k0+2))
M
−→ (d1−d)OP(−(k0+1))
P
−→ OP(0),
0→ (d−d4)OP(−(k0+4))
N
−→ 3(d−d3)OP(−(k0+3))⊕ 3(d2−d)OP(−(k0+2))
M
−→ (d1−d)OP(−(k0+1))
P
−→ OP(0),
selon que d ∈ [d2, d1[, d ∈ [d3, d2], ou d ∈ [d4, d3].
Notons (X,Y, Z, T, U) les coordonne´es homoge`nes dans P4, et (t, s) dans P1.
1) Pour k0 = 1 et d = d3, la courbe monomiale
(t, s) 7→ (X = t2s3, Y = t3s2, Z = t4s, T = t5, U = s5)
est ordinaire et acm. Son ide´al I peut eˆtre de´fini par cinq ge´ne´rateurs de degre´ deux, et la re´solution
suivante :
0→ OP(−5)
N
−→ O⊕5
P
(−3)
M
−→ O⊕5
P
(−2)
P
−→ OP → OΓ → 0
avec
P = ((X2−ZU,XY−TU, Y 2−XZ, Y Z−XT,Z2−Y T )) ,M =


0 0 −T Z −Y
0 0 Z −Y X
T −Z 0 X 0
−Z Y −X 0 −U
Y −X 0 U 0

 , N = P ∗.
2) Pour k0 = 2 et d = d2, la courbe monomiale
(t, s) 7→ (X = t8s7, Y = t12s3, Z = t13s2, T = t15, U = s15)
est ordinaire et acm. Son ide´al I peut eˆtre de´fini par cinq ge´ne´rateurs de degre´ trois, deux de degre´
quatre, et la re´solution suivante (minimale, bien que les ine´galite´s entre les aj,i ne soient pas strictes,
la sous-matrice 2× 2 de M dans le coin en haut a` droite ne contenant que des ze´ros) :
0→ 5 OP(−6)
N
−→ 9 OP(−5)⊕ 2 OP(−4)
M
−→ 2 OP(−4)⊕ 5 OP(−3)
P
−→ OP → OΓ → 0,
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avec
P = ((X2Z2−Y T 2U , XY 2Z−T 3U , X3−Y 2U , X2Y −ZTU , Y 3−XZT , Y Z2−XT 2 , Z3−Y 2T )),
M =


0 0 0 Z 0 T Y 0 −X 0 0
0 0 0 0 X −Y 0 Z 0 0 0
−ZT 0 T 2 0 0 0 0 0 Z2 Y 0
Y 2 0 −Z2 −Y T −Y Z 0 −Z2 −T 2 0 −X 0
−X2 Z2 0 0 0 XZ 0 0 0 U − T
0 −Y 2 X2 0 −TU 0 0 −XY Y U 0 Z
0 XT −TU −X2 0 0 −TU 0 0 0 − Y


et
N =


Z 0 T 0 0
0 X 0 −U 0
0 0 Z 0 Y
0 T Y 0 0
Y 0 0 0 −Z
X −Z 0 0 0
0 0 −Z −X 0
0 −Y 0 0 X
T 0 0 −Y 0
0 0 0 Z2 −T 2
0 0 −X2 0 −TU


.
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